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1 - INTRODUCAO

O plangamento da operagdo energética Gtima de um sistema de geracdo hidrotérmico tem
como objetivo determinar, a cada periodo, uma meta de operacéo para cada unidade geradora
do sistema que minimize o custo esperado de operacdo ao longo do periodo de plang/amento.
O custo de operacdo é composto de custo de combustivel das unidades termoelétricas e
penalidades por eventuais ndo atendimentos da demanda de energia.

O problema de operacao hidrotérmica apresenta as seguintes caracteristicas:

A exigténcia de estoques limitados de energia hidroelétrica, sob a forma de agua
armazenada nos reservatorios do sistema, torna o problema de operacdo hidrotérmica
bastante complexo e ndo-separavel no tempo, pois introduz uma ligacdo entre a deciséo
operativa em um periodo qualquer e as consequéncias futuras desta decisdo. Por
exemplo, se ap6s deplecionarmos grandes volumes de energia hidrogl étrica, ocorrerem
baixas afluéncias, as unidades geradoras de hidroeletricidade ndo serdo capazes de
atender a demanda, sendo necessario a utilizagdo intensiva da geracdo térmica, ainda
com risco de ndo atendimento da demanda de energia. Por sua vez, se mantivermos o
nivel dos reservatérios elevados através do uso mais intenso da geracdo térmica e
ocorrerem afluéncias elevadas no futuro, as capacidades dos reservatérios seréo
excedidas com vertimento de energia no sistema, implicando em desperdicio de energia.

Como as afluéncias futuras ao sistema de reservatorios séo desconhecidas no instante da
tomada de decisdo operativa, 0 problema de operagdo hidrotérmica é estocastico.

A existéncia de mdltiplos reservatorios em cascata e a necessidade de uma otimizacdo
multi-periodo caracteriza o problema como de grande porte.

A funcdo objetivo € ndo-linear, resultante de custos de operacéo térmica e relacfes cota-
volume e cota-&rea ndo lineares.

O problema de operacdo hidrotérmica pode ser resolvido por programagdo dindmica
estocastica (PDE) [1], [2]. Neste agoritmo as variaveis que podem influir no resultado da
operacdo hidrotérmica compdem o estado do sistema e sd0 representadas por valores
discretos, sendo necessario realizar diversas simplificagdes na representacdo do sistema para
gue o algoritmo PDE sga vidavel computacionamente, mesmo para sistemas de usinas
hidroel étricas bastante reduzidos.
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Iniciamente, este relatério descreve uma metodologia baseada na programacdo dindmica
estocastica, denominada programacdo dinamica dual estocastica (PDDE) [3], [4], [5], onde
ndo € necessario discretizar 0 espaco de estados do sistema. Neste algoritmo, mostra-se que o
custo de operagdo em um estagio (t) qualquer até o final do horizonte de plangamento (T) é
uma funcdo linear por partes e, entdo, uma aproximacdo desta funcdo € construida de forma
recursiva. Em seguida, descreve-se como representar, no algoritmo PDDE, o processo
estocastico de afluéncias por modelos sofisticados, como por exemplo, por modelos
auto-regressivos periodicos.
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2 - O PROBLEMA DE PLANEJAMENTO DA OPERACAO HIDROTERMICA

O problema de operagdo Otima de um sistema hidrotérmico consiste em determinar uma
estratégia de operacéo que a cada estagio do periodo de plang/amento, conhecido o estado do
sistema no inicio do estégio, forneca as metas de geracdo de cada unidade geradora. Esta
estratégia deve minimizar o valor esperado do custo de operacdo ao longo do periodo,
composto de custos de combustivel mais penalizagdes por eventuais falhas no atendimento de
energia. O estado do sistema é composto por variaveis que podem influir no resultado da
operacéo.

O problema de operacdo hidrotérmica pode ser resolvido por programagdo dindmica
estocastica (PDE) , representada pela seguinte equacdo recursiva(t=T, T-1,..,1 e " X))

_ : 1 o)
a(X) = E MinCU) + . atﬂ(xtﬂ);I

s.a

A@X; €U,

(1)

Vi) = Vi) + AG)- Q) + S0 + & Q) + S

it Mi

Vird@ £ Viy @) £ Vi ()

Q) £ Q)
Q) + S0) * L)

= 1, ..., n° total de usinas hidroelétricas do sistema em estudo (NUH)

€ 0 vetor de nivels de armazenamento nos reservatorios no inicio do estagio t.

€ o0 vetor de afluéncias incrementais durante o estagio t.

€ 0 vetor de estados do sistema no inico do estdgio t. No caso de sistemas
hidroelétricos, pelo menos duas variaveis de estado devem ser representadas: V.e
alguma informacdo sobre a tendéncia hidroldgica, por exemplo, A, ;. Esta
representacdo da tendéncia hidrolégica equivale a dizer que as afluéncias a0 sistema
seguem, a cada periodo, um processo auto-regressivo de ordem um (AR(1)).

€ 0 vetor de vazdes turbinadas nos reservatorios durante o estagio t.

€ 0 vetor de vazdes defluidas dos vertedores durante o estagio t.

€ 0 vetor de decisdes parao estagio t. Geralmente representaQ, e S.

€ 0 custo imediato associado a decis3o U,.

€ o0 valor esperado do custo de operacdo do estdgio t até o final do periodo de
planejamento sob a hipdtese de operagdo Gtima.
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AYX, representaa distribuicdo de probabilidades da afluéncia A, condicionada ao estado do
sistema X,.
L representa limites inferiores na vazéo defluente.

V, representa limites nas capacidades minima e méxima de armazenamento.

(_Qt representa limites maximos no turbinamento.

b € ataxa de desconto.

M, € 0 conjunto de usinas hidroelétricas imediatamente a montante da usina
hidroelétricai.

T horizonte de plangjamento

Na equacéo (1), C(U,) representa o custo imediato associado a decisdo U, e a, ;(X,,)
representa o valor esperado do custo futuro da decisdo U,, isto €, 0 vaor esperado das
consequéncias desta deciséo no futuro.

O custo imediato de operacdo associado a decisdo U,, C(U,), advém do custo de geracao
térmica necessaria para atender o0 mercado de energia no estagio t. A quantidade de geracéo

térmica a ser utilizada depende da producéo de energia hidroelétrica, GH(U)):
NUH

GH(U) = & r; Q) (2)

i=1
onder; € produtibilidade da i-ésima usina hidroelétrica

O restante do mercado de energia é atendido pelas unidades térmicas, onde o corte de carga ou
déficit é representado por uma unidade térmica ficticia de maior custo unitério. A ordem de
entrada em operacao das unidades térmicas € dada pela ordem de custo unitério. Isto significa
gue uma unidade térmica mais barata € utilizada até a sua capacidade maxima antes de outra
unidade térmica de custo mais elevado entrar em operacdo. O custo imediato de operacéo €
funcdo da geragcdo das unidades térmicas que €, em geral, representada por uma funcao linear
por partes:

—e—"

GT1 GT2 GTN DEF

Figural - Representacdo do Custo de Geracdo Térmica
Logo, o custo imediato de operagdo a cada estégio, pode ser obtido resolvendo-se:
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NUT
C(U) = C(Q, S) = Min al CT(GT,))
J:

s.a (3)
o o}
a ri Qt,i + é GTtlj + a (Ft’i'k - Ft,k,i) = Dt,k k = 1, ..., NS
iT NUHk T NUTK iT Wk
GT,; £ GT, " jT NUT, k=1, .., NS
onde

NS  numero de subsistemas.

conjunto de usinas hidroel étricas do k-ésimo subsistema.
conjunto de usinas térmicas do k-ésimo subsistema.

NUT  numero total de usinas térmicas.

GT,. geracdo daj-ésimausinatérmicano estégiort.

GT. limite de capacidade méxima da j-ésima usina térmica.
CT, custo de geracdo daj-ésima usinatérmica.
demanda de energia do k-ésimo subsistema no estégio t.

tk
F.i intercambio de energiado subsistemai para o subsistemak no estégiot.
F..\ limite deintercambio entre os subsistemasi e k.

W, conjunto de subsistemas diretamente conectados ao subsistemak.

O agoritmo de PDE constroi a funcéo custo futuro, a,(X,), discretizando o espaco de estados
X, em um conjunto de valores e resolvendo a equacdo (1) para cada um desses valores.
Valores intermedi&rios de a,(X,) sdo obtidos por interpolacdo dos valores discretizados
vizinhos. O algoritmo de PDE é, entdo, descrito pelos seguintes passos:

a Inicidizea
b. Repitaparat = T, T-1, ..., 1
Repita paraxi, I = 1, ..., n° dediscretizagcOes
Repita para cada cendrio de afluéncias A,
Faz o balango de energia
Calcula o custo de operacéo
Calcula o valor esperado do custo de operagéo
Constroi funcéo de custo futuro (caracterizada pelo conjunto at(x{), ] =1 .,n°

de discretizactes)
C. Teste de convergéncia
d. Se ndo convergiu va para (b)
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Este algoritmo possui muitas caracteristicas interessantes. é aplicavel a problemas multi-
estagios, problemas estocasticos, é possivel representar ndo linearidades, etc. Porém apresenta
como desvantagem a discretizacao do espaco de estados X .

Supondo que cada um dos NUH niveis de armazenamento, V,, e afluéncias no estagio anterior,
A1, sejam discretizados em N intervalos, tem-se NZNUH estados discretizados. E facil ver
gue o numero de estados discretizados e, consequentemente 0 esforco computacional, cresce
exponencialmente com o nimero de variaveis de estado. Isto significa que a resolucéo da
equacdo (1) pelo algoritmo de PDE tornase inviavel mesmo para sistemas de usinas
hidroel étricas bastante reduzidos. Por exemplo, supondo N = 20 interval os de discretizacgo:

1 usinahidroglétrica 202 = 400 estados

2 usinas hidroglétricas 20* = 160000 estados

3 usinas hidroelétricas 20° = 64 milhdes de estados
5 usinas hidroelétricas 208 = 25 bilhdes de estados
5 usinas hidroelétricas 20%° = 10 trilhdes de estados

No proximo capitulo € descrito uma metodologia baseada na programacdo dindmica
estocéstica, denominada programacdo dindmica dual estocastica (PDDE) [3], [4], [5], que
mostra que a fungdo custo futuro é uma funcdo linear por partes e entdo, a cada iteragcdo, usa
uma relaxagéo dessa fungdo como aproximagdo, sem discretizar o espago de estados. Neste
algoritmo, é possivel representar 0 processo estocastico de afluéncias por modelos mais
sofisticados, por exemplo, por model os auto-regressivos periédicos de ordens maiores que um.
No agoritmo de programacdo dindmica estocastica tradicional ndo é computaciona mente
viavel devido ap aumento que acarretaria no nimero de variaveis de estado.

Programacao Dinamica Dual Estocéastica / Modelos Auto-regressivos Periddicos 6
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3 - PROGRAMACAO DINAMICA DUAL ESTOCASTICA
Programacé&o Dindmica Dual Deterministica

Segja o problema de operacdo hidrotérmica (1) em que a afluéncia a cada usina hidroel étrica,
em qualguer estagio do periodo de plangjamento, é conhecida. Este problema em apenas dois
estagios pode ser representado por:

z = Min Cy Xq + Cy X,
(4)
3
sa A1 X4 b1

3
Eixg + Ayxy % D,

E pode ser interpretado como um processo de decisao em dois estagios.

1° estédgio escolhe-se-se umadecisio x,, viave, x;, tal que A x; 3 b

1 1

2° estdgio dada adecisio x*, resolve-se 0 problema de otimizagdo do 2° estagio:
Min Cy Xy

(5

*
3 -
s.a A2 X, b2 E1 X4

onde x;, por ser conhecido, passa para o lado direito do conjunto de restrigdes do

problema

Os vetores x; € X, representam os volumes finais das usinas hidroelétricas, as vazdes
turbinadas, as geracOes térmicas, etc., no primeiro e segundo estégio respectivamente. E o
objetivo do processo € minimizar ¢, X; + C, X,

Observarse que ¢, x;, onde x; € a solucéo 6tima do problema de 2° estagio, é uma funcéo da

deciséo x;, do problema de 1° estagio. Logo, podemos escrever:

a;(x;) = Min ¢, x,
(6)

3 -
s.a A2x2 b2 Elx1

E sendo a,(x,) asolucéo 6tima do problema (6), reescreve-se o problema original (4) como:

Programacao Dinamica Dual Estocéastica / Modelos Auto-regressivos Periddicos 7
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Min c; x; + a;(Xy)

(7)
sa Ajx 3 b
Dessa forma, pode-se entender a,(x;) como uma funcéo que fornece informacdes sobre as
consequéncias da decisdo x, no futuro.

O principio de decomposi¢éo de Benders [6] € uma técnica que permite construir, de forma
iterativa, aproximacdes para a funcao a, (x,), baseada na solucéo do problema de 2° estagio.
De formasimplificada, os problemas de 1° estagio e 2° estagio sdo resolvidos, como se segue:

Adote uma aproximagao para &, (x,)
Resolva o problemade 1° estagio, obtendo-se x

*

1
Dado x;, resolva o problemade 2° est&gio, cuja solugdo é dada por x;

A W DB

Associados a solucéo do problema de 2° estégio, existem os multiplicadores de Lagrange,
que medem variagOes na funcdo objetivo devido a variagbes marginais em x,. Esses
multiplicadores s&0 usados para construir uma aproximagdo mais precisa a 1(%9)

5. Retorne ao passo (2)

O comportamento da fungdo custo futuro, a,(x,), pode ser caracterizado a partir do dual do
problema de 2° estégio, sob a hipotese de linearidade deste problema. Seja o dual do problema
(6):
a;(x;) = Max p (b, - E; x;)
8

s.a pPA, £ ¢,
onde o vetor p representa as varidvels duais.

O conjunto de restricdes p A, £ ¢, define uma regido vidvel para o problema (8) que ndo
depende da decisdo de 1° estagio X, Dateoria de programacao linear [7], sabe-se que esta
regido é um poliedro convexo, e pode ser caracterizada pelo conjunto de pontos extremos ou
vérticesp = {pl, p2, ..., pP}. Como a soluc&o étima de um problema de programacao linear
sempre corresponde a um veértice da regido vidvel, o problema (8) pode ser resolvido por
enumeracao:

Max pl (b, - E, ;)
9
pl p

Programacao Dinamica Dual Estocéastica / Modelos Auto-regressivos Periddicos 8
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O problema (9) pode ser reescrito da seguinte forma:
Min a

sa a3 p1 (b, - E; %q)
a3 p? (b, - E; %q)
5 (10
a3 pP(b, - E; X))
sendo a umavaravel escalar.

Por ser a maior ou igua a cada pi (b, - E;x)i=1,..,p serd maior ou igual ap maior
deles. Como a funcéo objetivo do problema (10) € minimizar a, pelo menos uma restri¢éo
estara ativa na solugdo étima. Portanto, a solugdo deste problema € igual a solucéo Gtima do
problema (9), e consequentemente, igual a solucéo 6tima do problema (8).

Em um problema de programacéo linear, o valor da funcdo objetivo do problema primal e do
problema dual coincidem na solucdo 6tima. Como o problema (10) é equivalente ao problema
(8), pode-se concluir que as restricdes a 3 pi (b, - E; X,) do problema (10) definem a
funcéo a,(x,) do problemaoriginal (7). Este problema pode entdo ser reescrito como:

Min Cy Xq + a

s.a A1x13 b1
pt(b, - E;x) -a £0
p?(b, - E;x) -a £0
: (11)
pP(b, - E;x) - @ £0

onde a corresponde ao valor de uma fungdo convexa definida por restri¢gdes lineares do tipo
p' (b, - E; x,), eos{p'} séo os coeficientes dos hiperplanos suporte:

-EX)
-EX)
-EX)
-EX)
—————— a=Maxp'(b-Ex)

Custo
Futuro

Variavel de Estado X

Figura2 - Interpretacdo Geométrica da Funcdo Custo Futuro
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Logo, o problema original (4) pode ser escrito somente em fungdo das varidveis do problema
de 1° estdgio mais avariavel escalar a.

O conjunto de restrigdes p! (b, - E;x)) - a £ 0,i=1,..,p, pode ter grandes dimensoes,
porém somente algumas delas estardo ativas na solugdo Gtima. Isto sugere o uso de técnicas
de relaxacdo, base do algoritmo de decomposicdo de Benders. A idéia é obter, iterativamente,
um subconjunto desses vértices e construir, a cada iteracdo, uma aproximag8o mais precisa,
para a funcéo custo futuro.

O agoritmo programacdo dinamica dual (PDD) em dois estégios é, entdo descrito pelos
Seguintes passos:

a FacaJd = 0O; limite superior z = +¥; aproximagdo inicial da fungdo custo futuro
31(x1) = 0," x, (isto significa que ndo esta disponivel nenhuma informacéo sobre o

conjunto de pontos extremos ou vértices P)

b Resolva o problema relaxado
Min ¢, x; + a

Apxqy® b1 (12)
pj(bz'Elxl)'é\lEO jzl,...,J
c Seja(x;, a™) asolucdo 6tima do problema (12). Definindo:
zZ=¢ X; + a* (13)

Pode-se concluir que z € um limite inferior para a solugéo do problemaoriginal (7), pois
o problema (12) é uma versdo relaxada do problema (11).

d De posse da deciséo X, resolva o problema de 2° estagio
a;(x;) = Min ¢, x,
(14)
s.a Ay Xy 3 b2 - By xq

e Sga x; a solucdo otima do problema (14). O par (x;, x;) € uma solucdo viavel do
problema (7), mas ndo necessariamente a solugdo 6tima. Portanto,
Z = Min{Z,c; X; + C, X5} (15)

€ um limite superior da solucéo dtima.

Programacao Dinamica Dual Estocéastica / Modelos Auto-regressivos Periddicos 10
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f Seja TOL uma toleréncia pré-especificada.  Verifiqgue se (Z - z £ TOL). Em caso

afirmativo, a solucdo 6tima é o par (x;, x;) associado az. Caso contrério, vapara(g).

g Sgia p* o vetor de multiplicadores ssimplex associados as restricdes do problema (14).
Sabe-se da teoria de programacdo linear que este vetor € uma solugdo bésica viavel do
problemadual (8), e portanto um vértice daregido viavel p A, £ c,. Estevertice pode
ser usado paraformar umanovarestricdo do tipo p* (b, - E; x;) -a £ 0, denominada
corte de Benders, que sera adicionada ao problema relaxado (12).

Sgja w* 0 vaor da solucdo 6tima do problema (14) e p* o vetor de multiplicadores
smplex associado. Da igualdade de solugBes 6timas dos problemas prima e dual
podemos escrever:

w* = p* (b, - E;X)) (16)
Colocando (p* b,) em evidéncia, obtem-se:

p* b, = w* + p* Elx;
Substituindo na expressdo p* (b, - E; X;) -a £ 0, obtem-se uma expressdo alternativa
para o corte de Benders:

W* + p*E; (X - X) -a£0 (17)

h Facal = J + 1; pJ = p*; Vapara(b).

E importante observar que neste algoritmo n&o ha necessidade da discretizacio do espaco de
estados x. A cada iteracdo, uma nova aproximagdo da funcéo custo futuro é gerada em torno

do ponto obtido a partir da solucéo do problema de 1° estégio, x;. Isto significa que, a cada

iterac80, uma nova restricdo linear (com coeficiente dado por p*) é adicionada & aproximacéo
a,(x,).

No caso de problemas multi-estagios o algoritmo PDD pode ser estendido da seguinte forma:

Min Cy Xq + C, X, + ... + Cr Xt

(18)
sa A1 X4 3 b1
Epxp + A% * b,
By Xy + AgXg ° by

3
ErgXpry © Arxp ® br
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O problema anterior pode ser representado por:

Min c; x; + a;(Xy)
(19)

3
sa A1 X4 b1

onde a,(X,) representa as consequéncias da decis3o de 1° estagio, X,, nas decisdes dos demais
estagios.

A funcdo a,(x,) é calculada atraves de:

al(xl) = Minc,x, + .. + Cr X

(20)
sa Ay Xy * by - Ejx
EyXy + AzXy ° by
ErgXpq ¥ Apxp ® br
Repetindo este procedimento (T-2) vezes obtem-se:
aroXrp) = Min g Xp g + @ 4(Xq)
(21)
sa ArgXra ® Prg - BroXp
onde a_,(x_,) €afuncdo do T-ésimo estégio:
ar 1) = Min Cp Xp
(22)

3
sa Apxp ® br Brgxpy

Dessa forma uma estratégia de solucdo do problema multi-estégios &

a FagaJ = 0; limite superior Z = +¥; aproximagdo inicial da fungdo custo futuro
(é\lt(Xt) =0,t=1,..,T)," X (isto significa que ndo esta disponivel nenhuma informagao

sobre o conjunto de pontos extremos ou vértices P associados a cada estagio).

b  Resolvao problema aproximado de 1° estagio:

Programacao Dinamica Dual Estocéastica / Modelos Auto-regressivos Periddicos 12



CEPEL - Centro de Pesquisas de Energia Elétrica

Projeto NEWAVE

. N
Min Cy Xq + a,

3
sa A1_ X4 b1

ph(b, - E;x) - 8, £0
- . *  N*
solugéo otima: (X4, a,)
c cacule z pelaexpressdo (13).
d Repitaparat =2, ..., T (smulagdo "forward")

(23)

Dado x;_ 1» resolva o problema aproximado do t-ésimo estagio:

N . N
ap1(Xe1) = Min ¢ x; + ay

*
3 -
Sa Ak ® b - BuaXeg

(24)
(representam restri¢des do estégio t)

1 N
Plag Oug - EX) -8 £0

1 *
ou WJt+1 + pJt+1 Et (Xt } Xt) }

a, £0 j=1,.,J

(representam a aproximagao da fungdo custo futuro é\lt(Xt))
(exceto parat =T, onde é\lT € sempreigual a zero)

- . *  N*
solugao otima: (x,, a,)

e O vetor (x;, xfr) € uma solugdo vidvel do problema (18), mas ndo necessariamente a

solucdo 6tima. Portanto,

i
— . — O *
z = Min{z, a ¢, x;}
t=1
€ um limite superior da solugdo dtima.

—h

(25)

Seja TOL uma tolerancia pre-especificeda  Verifique se (Z - z £ TOL). Em caso

. . ~ . , * * . f— o 7
afirmativo, a solugdo otima € o par (Xy, ..., X;) associado az. Caso contrario, va para

(9).

g Facad = J + 1.

Repitaparat =T, ..., 2 (recursdo "backward")

Resolva o problema de otimizago:
Min ¢ % + é\lt

*
sa AgXe 3 by - Brox g

(26)
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Ply (by - EX) - 8, £0
. . % A .
Ou Wig + Py B¢ -x) -8 £0 J=1

(exceto parat =T, onde é\lT =0)

Sga pf o vetor de multiplicadores smplex associado ao conjunto de restri¢des do
problema (26) na solucdo Gtima. pf medem a variagdo do custo de operagdo do

estdgio t até o final do periodo de plangjamento T devido a variagbes marginais nos
niveis de armazenamento dos reservatérios no inicio do estadgio t (ou final do

*

estagio (t-1)), representados por X, [Estes multiplicadores sdo usados para
formar uma nova restricdo do tipo pf (b, - E g X9 - é\lt_l £ 0 (corte de

Benders) que serd adicionada a fungéo é\lt_l(xt_l), obtendo-se uma nova
aproximagao.

h  Véapara(b).

Observa-se que o0 passo (d) do algoritmo PDD (simulagéo forward) tem dois objetivos:

1.  cdculodeum limite superior Z
2. selecéo dos pontos (x:, t=1,.., T), emtorno dos quais sdo geradas novas aproximacoes

para funcdo custo futuro
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Programacé&o Dindmica Dual Estocastica

Uma caracteristica importante do algoritmo de programacdo dindmica € a capacidade de
representar problemas de otimizagdo estocastica. No problema de operacdo hidrotérmica
significa que € possivel representar a estocasti cidade das afluéncias aos reservatorios.

E possivel estender o algoritmo PDD para problemas de otimizag3o estocastica, em que o
problema de 2° estagio depende dos valores que uma ou mais variaveis aleatorias podem
assumir. Por exemplo, supondo que o vetor b no problema (4) possa assumir m valores, by,
b2, bm, com probabilidades Py Py - Py respectivamente (p1 L R ) 1), 0
problema consiste em determinar a estratégia que minimiza o vaor esperado do custo de
operacao:

z=Min ¢ Xy + PyCyXyy F PyCyXop + oo+ P Co Xy

(27)
s.a Apxg® b1
EyXp + AyXy 3 by
EyXp + AyXyy 3 Dy
By Xy + AyXom ® by,
O problema acima corresponde ao seguinte processo de deciséo:
1° estégio: determine uma solugéo viével X tal que A x; 3 by
2° estégio: encontre o vetor (X;r x;2, x;m), solugéo do problema abaixo:
z = Min pyCyXyy + PyCyXyy + o+ P Co X
(28)
s.a Ay Xoq 3 b21 - By xq
ApXgy 3 by - Ej Xy

3
A Xom ® b

O problema (28) pode também ser decomposto em m subproblemas de otimizacéo
independentes:
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Min Cy Xoq

(29)
s.a A2 Xoq 3 b21 - E1 X4
Min Cy Xop

(30)
s.a A2 Xo9 3 b22 - E1 X4
Min Co Xom

(31)
s.a A2 Xom 3 b2m - E1 X4

onde as solugdes de (29), (30), ..., (31) sdo ponderadas pelas probabilidades p,, Py, ..., Py
respectivamente.

Assim como no caso deterministico, a solugdo de cada subproblema de 2° estégio € uma
funcéo da decisdo x, do problemade 1° estagio. Portanto, o problema (27) pode ser reescrito
Como:
z = Min ¢; x; + a(x,)
(32)

s.a AXx, 3 Db

1 1

onde ¢, X, representa o custo imediato e a(x,) representa o valor esperado do custo futuro
(valor esperado das consequéncias da decisao X, no futuro). a(x,) € também o valor esperado

das solucdes dos subproblemas (29) a (31). A funcdo a(x,) € um poliedro convexo gque pode
ser construido a partir do valor esperado dos multiplicadores ssimplex associados a cada
subproblema.

Sgam p,, P, -, Py, 05 Multiplicadores simplex associados as restri¢des dos problemas (29) a
(31), e Wy, W,, ..., W, 0s valores das solugdes étimas correspondentes. O corte de Benders

associado ao problema (32) é

PPy (05 - EyXp) + PPy (Byy - By Xg) + o+ PP (by - By xg) £ @ (39)

Ou alternativamente pela equagéo (17):
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Py Wy + Py Ep (K- X)) + Py Wy +Po By (X - X)) + .o+ P (W +p E; (X;-X) £ 8

(34)
Agrupando tem-se:
W+ PE (X - %) £d (35)
onde
W= plw; + p2w; + ..+ pmw;1 (36)
e
P=pP Pyt Py Pyt o PPy, (37)

Se 0 problema além de estocastico é multi-estagios os resultados obtidos acima séo validos.
E facil notar que para 0 caso em que a cada estagio (t) ha m possivels cenérios de afluéncias, a

evolucdo do sistema de reservatorios apresenta uma estrutura em arvore, como ilustrado na
figura3. Cadaramo da &rvore indicaum possivel cenario de afluéncias.

X

A=Y

_|
—

1 2 3 t-1

Figura3 - Estruturaem "arvore" da Evolucdo do Sistema de Reservatérios ao Longo do
Periodo de Plangjamento
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Vetores Aleatérios Independentes

Assumindo, inicidmente, a hipotese de que as afluéncias em um estagio qualquer ndo
dependem das afluéncias anteriores, isto €, 0s vetores b,t=12 ..,T s variaveis
aleatdrias independentes, 0 espaco de estados do sistema, X, € composto somente dos niveis
de armazenamento dos reservatorios.

x .
|

De posse de um conjunto de valores (x. ;, i =1, .., n, t=1 .., T), oagoritmo PDDE é

definido nos seguintes passos.

a Fagal = 0(t=1,..T); limitesuperiorZ = +¥; aproximacdo inicial dafuncéo custo
futuro (é\lt(Xt) =0,t=1 ..,T)," X (isto significa que ndo esta disponivel nenhuma

informagdo sobre o conjunto de pontos extremos ou vértices P associados a cada
estégio).

b Definaum conjunto de decisesx, ,,i=1,..,n, t=1,..T

C Repitaparat =T, ..., 2 (recursdo "backward")
FacaJ, = J + n° de estados escolhidos no estégio.

Repita para cada sequéncia (X, 1 ;.1 = 1, ..., n)

Repita paracadacenariob, ., k=1, .., m
Resolva o problema de otimizago:
. N
Min C X + a,
(38)

*
3 -
sa AgX by By X,

m

[¢] i N

A Py Opqy - Ex) -8 £0
1=1

o i H * A o
|a Wi * P B O - %) -8 £0 j=1..9
=1

(exceto parat =T, onde é\lT € sempre zero)

Sl 3+
3

ou

Sga pik o vetor de multiplicadores simplex associado ao conjunto de
restri¢des de cada um dos m problemas (38) na solucéo étima. pi  medem a

variagdo do custo de operagdo do estagio t até o final do periodo de
plangamento T devido a variagdes marginais nos nivels de armazenamento
dos reservatorios no inicio do estagio t (ou fina do estégio (t-1)),
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representados por X, , .

;- Estes multiplicadores sdo usados para formar uma

- 18 —
nova restricdo do tipo m 21 Pt (bt’k = Xt-l,i) - a £0 ou

t-1,i

18 . . ~
m él W{,k * p{,k Ei g (Xe1j - X)) - @pqj £ O (corte de Benders) que

seré adicionada a funcéo é\lt_ 1(X¢.1), obtendo-se uma nova aproximagao.
d Vapara(b).

Na programagao dinamica dual o espaco de estados X, ndo € discretizado, mas € necessario

definir o conjunto {x: n1=1,..,n t=1, .., T} en cada iteracdo do algoritmo. Como no

caso deterministico, esse conjunto € definido através de uma simulagéo "forward" para cada
sequéncia ou combinagdo de cenérios{btj,j =1,...,m t=1 .. T}. Observa-se, porém que o
nimero de sequéncias cresce exponencialmente com o nimero de estégios (figura 3). Uma
solucdo para reduzir este crescimento exponencial do nimero de sequéncias é realizar uma

simulagcdo Monte Carlo "forward" para uma amostra do conjunto de sequéncias possivels.

Na etapa de simulagéo "forward" sdo tambeém definidos um limite inferior, z, e um limite
superior, Z da solugéo 6tima. z é obtido da solugéo do problema de 1° estégio, como no caso

deterministico (expresséo 13). JaZ é estimado a partir dos resultados de todas as sequéncias e

estégios da simulacdo Monte Carlo:
- _ 14
Z=,4a % (39)

i=1

onde z, € 0 custo total de cada sequéncia Monte Carlo:
T

zZ=a oX, (40)

t=1

A incerteza associada a estimativa z na expressao (39) pode ser medida pelo desvio-padréo do
estimador:

n
a (-2 (41)

Por exemplo, um intervalo de confianca de 95% para a o valor de populagdo de Z € definido
por:

[Z-1.96s-, Z+1.96s5] (42)

E interessante notar a incerteza em torno da estimativa Z pode ser usada como critério de
convergéncia: se o limite inferior z estiver no intervalo acima o algoritmo péara. Este critério
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introduz uma relagdo entre a precisdo da simulagdo (dada pelo niUmero de combinagdes ou
sequéncias que serdo percorridas, n) e a precisdo do cdculo da politica 6tima de operacdo
calculada pelo algoritmo de PDDE.

Dessaforma o passo (b) do algoritmo PDDE é descrito por:

b1 Resolva o problema aproximado de 1° estagio:
Min Cy Xy + é\ll

(43)
sa q\l )r(nl b
[o] i N
m 21 oy 0y - Eyxg) - a3 £0
l a ; ; * A .
ou — 9 WJZ'k + pJZ,k By (- %) -2a; £0 =19
1
* N*
solucdo otima: (x 1 ay)
|n|C|aI|zex1| = Xq, i=1..,n
b2 cacule z pelaexpressao (13).
b3 Repitaparat=2,.., T (simula(;éo "forward")
Repita parai = , N
Amostre um vetor b, ; do conjunto{b ,]=1,..,m}
Dado xt 1i ,reﬁolvao problemaaprOX|mado dot -ésimo estagio:
apy = Min cxg + &
(44)

sa A b - Ey X, . (representam restricBes do estégio t)

t
1 &
m 91 pjt+1k( ik~ B %) c 8 £ 0
18 j . A _
ou m ka Wisik ¥ P B O - %) - & £0 J=1 .
=1

(exceto parat =T, onde é\lT € sempre zero)

(representam a aproximagao da fungdo custo futuro é\lt(Xt))
solucdo 6tima: (xt . a))

b4  Célculo do limite superior da solugéo otima:

Z = Min{Z, d&equacio (39)7} (45)
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bs Verifique, por exemplo, se z esta dentro do intervalo dado pela expressdo (42). Em caso
afirmativo, pare. Caso contrario, véa para (b6).

b6 J1:J1+1
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Vetores Aleatérios Linearmente Dependentes

Uma critica a0 modelo da se¢do anterior € a representacdo do processo estocastico de
afluéncias por um processo independente. Esta hipoGtese acarreta em estratégias de operacdo
bastante otimistas, pois despreza a correlagdo entre as afluéncias de estdgios distintos,
responsavel pela ocorréncia de periodos secos

Séries hidrologicas de intervalo menor que o0 ano, tais como séries mensais, tém como
caracteristica 0 comportamento periédico das suas propriedades probabilisticas, como por
exemplo a média, a variancia e a estrutura de auto-correlacdo. A modelagem deste tipo de
processo estocastico pode ser feita por formulagcbes auto-regressivas cujos parametros
apresentam um comportamento periddico. A esta classe de modelos denomina-se modelos
auto-regressivos periodicos [8], PAR(p), onde p € um vetor, p = (py, P,, ..., Py, que indica a
ordem ou nimero de termos auto-regressivos do modelo de cada periodo. Neste modelo, a
representacdo do processo estocastico de afluéncias no estagio t, representada por b, no
problema geral, é dada por:

bt:jlbt'1+j2bt'2+"'+jptbt-pt+xt (46)

onde j, € o i-ésmo coeficiente auto-regressivo e x, € uma série de ruidos aleatdrios
independentes. Encontra-se em apéndice uma descricdo detal hada desta model agem.

O novo agoritmo PDDE tomara partido do fato das variaveis aeatorias {x,t=1,..,T} terem
0 mesmo comportamento estatistico que as variavels aeatorias {b, t = 1, ..., T} da seca
anterior: sdo independentes.

Quando, no problema (1), a tendéncia hidrol6gica € representada no espago de estados X, pela
afluéncia no estagio anterior, A,y equivale a dizer que as afluéncias a0 sistema seguem um
processo auto-regressivo periodico de ordem 1 (caso particular do modelo PAR(p) onde o
vetor p € unitario). Em alguns locais de aproveitamentos hidroelétricos, este modelo, em
escala mensal, falha em representar as propriedades do processo em escala anua [9]. Como
consequéncia, 0 modelo tende a atribuir probabilidades excessivamente baixas a secas de longa
duracdo que efetivamente ocorreram no passado, como a de 1952-1956 na Regido Sudeste.
No entanto, é facil concluir que elementos do vetor p maiores que um implicam em aumento
do nimero de varidveis de estado e portanto inviabilidade computaciona do algoritmo PDE.

Como jafoi visto, o algoritmo PDD (deterministico ou estocastico) ndo requer a discretizacdo

do espaco de estados X.. O conjunto {x;, t =1, .., T; i =1, .., n}, para 0s quais seréo
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calculadas aproximactes da fungdo custo futuro, é obtido a partir de simulagdes "forward".
Portanto, a inclusdo em X, das variaveis A ;, i = 1, ..., p, ndo implica em "explosdo” do
espaco de estados.

t-i’

O agoritmo PDDE, para o caso de vetores {b,, t = 1, ..., T} linearmente dependentes,
apresenta as seguintes modificagoes:
simulacéo "forward"
amostra diretamente os vetores {x,, t = 1, ..., T}. Osvetores{b, t =1, ..., T} sdo
ent&o obtidos a partir da expressao (46).
substitui b, por (j by +j ,bg + .o + ] ptbt-pt+1 + X,4) Naexpressao (44).
recursdo "backward"
modificagOes anédlogas as anteriores.

Apesar de pegquenas modificagOes, elas incorrem em particularidades interessantes, que seréo
analisadas diretamente no problema de operacéo hidrotérmica (1). Neste caso, 0 espaco de
estados do sistema em um estagio (t) qualquer é composto dos niveis de armazenamento dos
reservatorios e p, afluéncias de estagios anteriores (caracteristica de cada usina hidroel étrica).

O dgoritmo PDDE decompde o problema multi-estagios estocastico em uma sequéncia de
problemas de um-estgio. Neste problema estdo representadas as restricdes operativas no
estédgio mais uma aproximacao linear por partes do valor esperado da fungdo custo futuro. O
problema de um-estégio que descreve o problema de operacdo hidrotérmica é dado por:

Min g & C@GT)+a (@
sa . (47)
ar, Qi+ a GTy; + @ Ry - Fiki) = Dxk = LuNs (D)

i1 NUHk jT NUTK i Wk

GT; £ G_Tj " jT NUT, k=1, .., NS ()
IFei £ lft’i'k i=1,..,NS k=1,..,NS (d)
Vi) = Vi) + A() - Q) + S() + & Q) + S0) (e)

it Mi

Vier@) £ Vi) £ Vi 40) ()
Q) £ Qi) (9
Qi) + S(i) * L) (h)
i =1,.., NUH

< aproximagao linear por partes do valor esperado da fungdo custo futuro > (i)
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A forma da equacdo linear por partes que representa a aproximacéo do valor esperado da
funcdo custo futuro no problema (47) depende da hipdtese assumida sobre a estocasticidade
das afluéncias ao sistema de reservatorios.

Quando o processo de afluéncias segue, por exemplo, um processo auto-regressivo periédico
de ordem trés, o sistema hidrotérmico, em um estagio qualquer (t), é representado pelas
varidveisdeestado V, A, ;, A, €A,_3 em cada um dos reservatdrios. Assumindo, sem perda
de generdidade, que o sistema é composto por apenas uma usina hidroelétrica e uma usina
térmica, o algoritmo de PDDE no estagio (T) (1° iteracéo) é formulado da seguinte forma:

Repita para cada estado [(V 1, A 1, Atp Arg) i =1, .., 1]
Repita para cada cenario X ., k=1, ..., m

Resolva o problema de otimizago:

Min C (GT,) @

sa (48)
rQr; + Glt;= Dy (0)

GT;, £ GT; (c)
Vopi = Vi P A - Qp + S ou

Vi S Vi U or Ayt or Ao Hl gt Argi t X7k -

Qg +Sy) (e)

\—/T+1 £ VT+1,i £ \_/T+1 (f)

Qr; £ Qr (9)

Qri * S ° Ly 3

O corte de Benders meédio associado a0 estado (V,, A;_, Ao Arg)(0) &
Wi+ O V3 - Vo) + Pardry Ay - Arg) +

— * — * N
(Par )t Arai = Ao ¥ (Pargyi (Arg; - Argi)-alVp Argp Arp Arg) £0

(49)
onde

PV)+ representa 0 multiplicador de Lagrange médio do estagio T, associado ao nivel de
armazenamento do reservatériono inicio do estégio T
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(Par)ti = 117 (Py)y; representa o multiplicador de Lagrange meédio do estégio T,
associado a afluénciaincrementa durante o estagio (T-1)

(Par)ti = 1.7 (Py)y; representa o multiplicador de Lagrange meédio do estégio T,
associado a afluénciaincrementa durante o estagio (T-2)

(Para)ti = 137 (Py)y; representa o multiplicador de Lagrange meédio do estégio T,
associado a afluénciaincremental durante o estégio (T-3)

Este estégio contribuird com n novos cortes para a funcéo é\l(VT, Ar . A

T-1 At Arog)

Damesma forma o algoritmo PDDE no estagio t = (T-1) apresenta a seguinte forma:

Repitapara cada estado [(V,, A1, Ap . Arg) 1 =1, ..., ]
Repita para cada cenério X wk=1..,m
Resolva o problema de otimizagao:
Min C(GT) + A(Vp Ap AL AL €)
sa (50)
rQ; + GTy= b (b)
GT,; £ GT, (c)

Vieri = Vi A - Qg+ Sy) ou
Vieri = Vi * 0 00 At 20 Ao 3 Avsi %) -

Qi +S) (e
\—/t+1 £ Vt+1,i £ \_/t+1 (f)
Qi £ Q (9)
Qi+, ° L (h)

V_Vt+1,j + (bV)t+1,j (Vt+1,j ) Vt+1,i) + (bAt-l)t+1,j (At,j ) At,i) +

(Pacdtrrj Aray - Acr) * Paduj Argj - Az -

AV Ap AL AL £0 j=1,..n ()

Observando-se que A, ; na equacdo (50.i) pode ser substituida por (j 1t A 1] + 2t
Aot ] 3t Arsi t xt I() o corte de Benders médio deste estégio, associado a0 estado
(Vo ALy Ay Ay 3)(|)edado por:

V_Vt,i + (ﬁV)t,i (Vt,i 'Vt,i) + ] 1t (ﬁV)t,i (A:-l,i 'At-l,i) + ] 2t (ﬁV)t,i (A:-z,i t2|) +
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o PV Argi-As) + A Ty [0 1 Padgy * Padur) Argi-Avy) +

=1

0 2t Padter) t Padua) Argi ~Awz) + 1 31 Pairj Argi

N
AV, A Ay AL £0

Agrupando os termos:

Wi+ (Pvly; (V;,i - Vi) + (Pag (A:-l,i - Api) + Pa (A:-Z,i -

— * N
(Pati (Arzi-Arz) - alVpArp ArpArg) £0

onde

Padei =11 PG + A Ty G 1p Paduyy + Padu)

=1

Padti =120 P + A Ty G op Padur + Paduy)
i=1
(Pacdti = 1 3p PV + é I_t,j I3t (PAte

T
N

Logo, este estégio contribuira com n novos cortes para a fungdo é\l(V A

t-1' " 't-2

At-3,i)] )

(51)

t2|) +

(52)

(53)

(54)

(55)

ALd)

E f&cil observar que o conjunto de equagdes (50) vale para qualquer estagio (t) do horizonte
de plangamento. Dessa forma, 0 problema de operacdo hidrotérmica em um-estagio no
algoritmo PDDE no estagio (t), supondo que as afluéncias seguem um processo auto-
regresssivo periédico de ordem p, constante para todos 0s estagios, é descrito por:

Repita para cada estado [(V,, A_q, -, At_p), =1,
Repita para cada cenério X wk=1..,m

Resolva o problema de otimizago:

Min C(GT) + &(Vy, Ap s Appsy) @
sa (56)
rQ, + GTyi= Dy (b)
GT,; £ GT, (c)
Vieri = Vi + AL - Qi +5) ou
Vieri = Vi * 0 g Aeri t ot pe Arpi X0
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Qi + S (e
\—/t+1 £ Vt+1,i £ \_/t+1 (f)
Qi £ Q (9)
Qi + S, ° L (h)

V_Vt+1,j + (bV)t+1,j (Vt+1,j ) Vt+1,i) + (bAt-l)t+1,j (At,j ) At,i) +

-t (ﬁAtp)t+lj (At-p+1j ) At-p+1,i) )
AV Ap o Appr) £0 i=1,...n ()

(exceto parat =T, onde a(V A, ) € sempre zero)

t+1’ t p+

O corte de Benders medio do estagio (t), associado a0 estado (V,, A _;, -, At_p)(i) é

dado por:
Wy * (ﬁV)t,i (Vt,i 'Vt,i) + (bAt-l)t,i (At-l,i t1|) ot (bAt-p)t,i (At-p,i 'At-p,i)
- A(VyAup Ay £0 (57)
onde
caso(t = T):

(bAt-I)t,i =] 1t (bv)t,i =1 ..,p (58)
NOS Casos restantes:

(bAt-l)t,i = 1t (ﬁV)t,i + é I_t,j ( 1t (bAt-l)t+1,j + (ﬁAt-Z)Hl,j) (59)

=1
(bAt-z)t,i =1 2t (ﬁV)t,i * é I_t,j (jz,t (bAt-l)t+1,j + (ﬁAt-s)Hl,j) (60)

T
N

(ﬁAt-FH'l)t,i = J p_l’t (ﬁV)tJ + é I_t,J (J p_l’t (ﬁAt-l)t"'l,j + (ﬁAt-p)t"'l,J) (61)

=1

(ﬁAt-p)t,i = J p,t (ﬁV)tJ + é I_t,J J p,t (ﬁAt-l)t"'l,j (62)

=1

Quando o processo estocastico de afluéncias segue um processo auto-regressivo periodico,
onde a ordem do modelo em um estagio qualquer (t) é dada por p; (caracteristico de cada
estagio), o sistema hidrotérmico, no estagio (t), é representado pelas variaveis de estado V.,
ALy o At-pt em cada um dos reservatorios. Neste caso geral, basta observar que a
aproximacdo linear por partes da fungdo custo futuro no estégio (t) é funcdo dos
multiplicadores simplex obtidos no estagio (t+1). Portanto, 0 nimero de parcelas é fungéo da
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ordem do modelo auto-regressivo correspondente ao estégio (t+1). Ja o corte de Benders que
sera adicionado a funcéo é\l(Vt, AiLp o At_pt) € construido com os multiplicadores simplex
obtidos no estégio (t).

O problema de operacéo hidrotérmica em um-estagio no agoritmo PDDE no estégio (t), para
0 caso gera € entdo descrito por:

Repita para cada estado [(V,, A_q, -, At_pt), 1=1,..n]
Repita para cada cenério X wk=1..,m

Resolva o problema de otimizago:

Min C(GT) + a(Vt+1, ,...,At_pt+1+1) €)

sa (63)
rQ; + GTy= b (b)
GT,; £ GT, (c)
Vieri = Vi T AG - Qg + S ou
Vieri = Vi * 0 Acri v e Aepi ¥ %) -
Qi + S C
\_/t+1 £ Vt+1,i £ \_/t+1 (f)
Qi £ Q (9)
Qi +S,i ° L (h)

V_Vt+1,j + (bV)t+1,j (Vt+1,j ) Vt+1,i) + (bAt-l)t+1,j (At,j ) At,i) +

* (ﬁAtpt )t+1j (At-pt 1+l At-pt+1+1,i) )
a(Vt+1, o tpt +1) £0 j=1,..,n (i)

(exceto parat =T, onde a(Vt w0 Ay At_Iot+1 +1) € sempre zero)

O corte de Benders médio do estagio (t), associado a0 estado (V,, A _;, -, At_p)(i) é

dado por:

Wei = (Pl (Vei- Vi) + Pacdy A A + - F (ﬁAt-pt)t,i (At-pt,i _At-pt,i)
- AV, AL, i Ap) £0 (64)
onde

sgaq = MAX{p " t}
caso(t = T):
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Pacdii =1 11 PV I=1..p (65)
(Pa)y; = O | =Pt (66)
NOS Casos restantes:
(ﬁAt-l)t,i =] 1t (ﬁV)t,i + é I_t,j @ 1t (ﬁAt-l)Hl,j + (ﬁAt-z)Hl,j) (67)
j=1
(ﬁAt-z)t,i =] 2t (ﬁV)t,i + é I_t,j @ 2t (ﬁAt-l)Hl,j + (ﬁAt-s)Hl,j) (68)
j=1

(ﬁAt-pﬁl)t,i = J pt_l,t (ﬁV)tJ + é I_t,J (J pt_l,t (ﬁAt-l)t"'l,j + (ﬁAt‘pt)t"'l,J) (69)

=1

=1

(bAt-l)t,i =0 I=pt1..q (71)
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4 - CONCLUSOES

Neste relatorio foi descrito uma metodologia baseada na programagdo dinémica estocastica,
denominada programagdo dindmica dua estocastica (PDDE). Mostrou-se que o custo de
operacdo em um estagio (t) qualquer até o fina do horizonte de plangamento (T) € uma
funcdo linear por partes e, entdo, neste algoritmo uma aproximacdo desta funcéo € construida
de forma recursiva, dispensando a discretizagdo do espacos de estados. Em seguida,
descreveu-se como representar, no algoritmo PDDE, o processo estocastico de afluéncias por
model 0s auto-regressivos periodicos.
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APENDICE - O MODELO AUTO-REGRESSIVO PERIODICO

Séries hidrolégicas de intervalo de tempo menor que 0 ano, tais como s&ries mensais, tém
como caracteristica o comportamento periédico das suas propriedades probabilisticas, como
por exemplo a média, a variancia, a assimetria e a estrutura de autocorrelacdo. A andlise deste
tipo de séries pode ser feita pelo uso de formulagBes auto-regressivas cujos parametros
apresentam um comportamento periédico. A esta classe de modelos costuma-se denominar
modelos auto-regressivos periédicos [8]. Estes modelos sdo referenciados por modelos
PAR(p), onde p € a ordem do modelo, ou sgja, 0 nimero de termos auto-regressivos do
modelo. Em geral, p éum vetor, p = (py, Py, ..., Pg), ONde cada elemento fornece a ordem de
cada periodo.

O modelo PAR(p1, Py, ..., Pg) pode ser descrito matematicamente por:

o7, - Mo _
FIE) g5 5= a @
onde:
Z € uma série sazonal de periodo s
) € 0 nUmero de periodos (s = 12 para séries mensais)
€ 0 nimero de anos
t éoindicedotempo,t=1, 2, .., sN,funcBodoano T (T =1, 2, ..., N) e do periodo m
(m=1,2,..59
M € amedia sazonal de periodo s
Sm € desvio-padrdo sazonal de periodo s

F™(B) € o operador auto-regressivo de ordem py,
F"B) = (L.-fTB-f7B2-..-f ™ BPM),
Pm

B' aplicado aZ; resultaem Z; (B' Zi =Z)

Pm € a ordem do operador auto-regressivo do periodo m
& série de ruidos independentes com distribuicao normal, média zero e varidncia s g(m)
Segjar M(k) a correlagéo entre Z; e Z;_y, de tal forma quet corresponda ao periodo m:
@ - M)0 ey - My )
mk) = E - : 2
' ( ) & Sm (%] é Sm-k a ( )

O conjunto de funcbes de autocorrelacdo r M(k) dos periodos m = 1, ..., s, descrevem a
estrutura de dependéncia temporal da série. Estas fungdes sdo obtidas por [10]:
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rmk) = fTrmik-1) + ..+ £ rmked) + £+ f Mo pmk) + o+

f o ek (k) ®

Conhecidos os parametros de um modelo PAR(p) as fungdes r M(k) sdo dadas pela solucéo de
(3), e podem ser expressas por uma combinacdo de decaimentos exponenciais e€/ou ondas
senoidais, o que faz com que cadar M(k) tenda a zero a medida que k cresce.

Fixando-se m e variando k de 1 a p,, em (3) obtemos para cada periodo um conjunto de
equagdes comumente deniminado de equagdes de Y ule-Walker. Paraum periodo m qualquer:

e 1 (™) SNV - RYVI-UCN
€ ™y 1 My - ™p,UERU e u
er™le ™ 1 - ™eaUESU-emdu @
a . . = gé-a é - (
gD r™Aen2) M3 1 l',]é,;:‘nH gm(pm)H

Chamando f i o j-ésimo parametro auto-regressivo de um processo de ordem K, f . € o Ultimo
pardmetro deste processo. fl'(‘?(, definida em funcdo do indice k é chamada de funcéo

autocorrelacdo parcia do periodo m. O conjunto de informacdes f LT( m=1,2, .,s éuma

outra forma de representar a estrutura de dependéncia do processo estocastico ao longo do
tempo. Em um processo auto-regressivo de ordem py,, a funcéo de autocorrelacéo parcial f ﬂ‘(

sera diferente de zero parak igua ap,, e zero parak maior que py,.

A variancia do processo estocastico de ruidos aleatérios, para um periodo qualquer m, é dada
por:

.- fpmmr M(Pr) (5

s2M = 1 - f7rm(1) - fTrm) - .
Na metodologia para gjuste de modelos estocasticos da familia ARIMA a séries temporais,
proposta por Box & Jenkins [11], a estratégia de selecdo do modelo é dividida em trés etapas.
A primera etapa, denominada de identificagdo do modelo, consiste em escolher,
tentativamente, a ordem do modelo baseando-se em estimativas das fungdes r (k) e f{(‘?(

obtidas a partir da série amostral ou histérica. Na modelagem auto-regressiva periodica
consiste em escolher o vetor p.
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A segunda etapa refere-se a estimacio do modelo, ou sgja, estimacdo dos parametros, ((f !,

k=1,.. pn, m=1, .., 5. Paramodelos auto-regressivos os estimadores de momento sdo

em geral bastantes eficientes [12]. Os pardmetros (f', k=1, ..., py), m=1,.., )) so
estimados substituindo-se na express3o (4) r ™i(k-j),j =0, ..., (Pm.i -1), i =0, ...,py1, por suas
estimativas, dadas por:

N .
?"'1 a Ziysm - M) E-ysmy - mn-j)gI
i=1

N

rmg) = AN A (6)
(Sm Smy)
onde:

N

Mn = N1 & Zigsm m=12..,s 7)
i=1

N 1 C’)\l N 2

Sm=N"a (Zinsrm - M) m=12.,s (8)
i=1

A terceira etapa diz respeito a verificacdo do modelo, isto €, verificar através de testes
estatisticos se as hipéteses assumidas durante as etapas anteriores sdo atendidas. Maiores
detalhes sdo encontrados em [10], [11].
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