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SUMÁRIO EXECUTIVO

Este relatório descreve a generalização da modelagem do eixo do vertimento da Função de Produção
Hidroelétrica Aproximada (FPHA) para consideração de outras variáveis de influência na geração além do
vertimento da própria usina.

Motivação: é observado em algumas usinas hidrelétricas que a altura de jusante (utilizada no cálculo
da queda líquida da usina) é afetada não só pela defluência da própria usina, mas também por outras
afluências que chegam a jusante e que são capazes de elevar o nível de jusante. Dessa forma, passa a
ser interessante considerar este efeito na modelagem do cálculo da energia gerada pela usina hidrelétrica
nos modelos de planejamento energético.

Objetivos: o objetivo deste relatório é formalizar o conceito de vazão lateral de uma usina, assim como
documentar a metodologia adotada para a consideração dessa influência na modelagem da função de
produção de uma usina hidrelétrica.

Metodologia: A FPHA é um modelo linear por partes que relaciona a geração de uma usina hidrelétrica
em função do volume armazenado da usina, vazão turbinada e vazão vertida. Este relatório generaliza
a influência do vertimento passando a ser uma influência da vazão lateral, onde são contabilizados ver­
timento, afluências de postos de vazão e defluências de outras usinas. Dessa forma a FPHA passa a ser
função de uma vazão lateral, que é formada diferentemente para cada usina conforme a sua característica.

Resultados: Descrição e formalização do conceito de vazão lateral de uma usina, assim como a nova
formulação da FPHA considerando o eixo de vazão lateral. Detalhamento das implicações da utilização do
modelo linear por partes quando uma usina sofre influências de afluências incrementais e defluências de
outras usinas e a inclusão deste aspecto no modelo de planejamento energético de curto prazo.

Influência de vazões laterais na FPHA
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1 INTRODUÇÃO

Os modelos de otimização energética de longo, médio e curto prazos desenvolvidos pelo CEPEL são usados
como ferramentas de apoio para o planejamento da operação do sistema hidrotérmico Brasileiro [1–4],
no qual se inclui a Programação Mensal da Operação (PMO). Os modelos possuem diferentes caracterís­
ticas dependendo do horizonte de tempo e nível de discretização considerados, e os aspectos modelados
também variam conforme às respostas desejadas dos modelos. O modelo de mais curto prazo tem o
objetivo de calcular o despacho horário de menor custo, DESSEM [4, 5], e possui discretização semi­
horária no primeiro dia e um horizonte de até duas semanas1, considerando o problema determinístico,
unidades geradoras individualizadas além de diversos aspectos elétricos e energéticos de forma mais
detalhada. O modelo de médio prazo, DECOMP [6], que calcula o despacho ótimo semanal e a função
de custo futuro para o modelo DESSEM, possui discretização semanal e mensal, e horizonte de até um
ano2, considerando incertezas nas vazões afluentes das usinas a partir do segundo mês, as usinas hidre­
létricas também de forma individualizada e hidráulicas e restrições elétricas especiais. Ambos modelos
são utilizados no processo do Programa Mensal da Operação Energética (PMO) pelo Operador Nacional
do Sistema (ONS) e no processo de determinação do Preço de Liquidação de Diferenças (PLD). O modelo
de mais longo prazo, NEWAVE, calcula a política ótima operativa tendo em vista um horizonte de 5 a 10
anos com discretização mensal, gerando uma função de custo a ser utilizada nos demais modelos [2].
No modelo NEWAVE as usinas hidroelétricas podem ser modeladas de forma agregada, em reservató­
rios equivalentes, ou individualizada, e considera de maneira mais detalhada as incertezas nas vazões
afluentes às usinas hidroelétricas.

Em todos os modelos do CEPEL onde as usinas hidrelétricas são consideradas de forma individualizada,
a conversão energética da usina, também chamada de função de produção hidrelétrica (FPH) da usina, é
complexa e envolve diversas não linearidades. No modelo a FPH é aproximada por uma função linear por
partes, referenciado neste documento como Função de Produção Hidrelétrica Aproximada (FPHA) [7].

Este Relatório tem como objetivo descrever uma característica particular das usinas hidrelétricas onde a
altura do canal de fuga da usina (altura de jusante) não depende apenas da defluência da própria usina,
mas também outras vazões laterais a ela. Este aspecto afeta diretamente o cálculo da FPH da usina,
assim, o modelo FPHA deve levar em consideração esta influência, de forma a torná­lo mais aderente à
realidade. Essa característica pode ser aplicada a todos os modelos de planejamento da operação que
fazem uso da FPHA.

1No uso oficial do DESSEM para o processo de preço horário, o horizonte é de até 1 semana.
2Atualmente, os casos oficiais utilizam um horizonte de 2 meses.

Influência de vazões laterais na FPHA
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2 A FUNÇÃO DE PRODUÇÃO HIDRELÉTRICA

A conversão de energia de um aproveitamento hidrelétrico é dada pelos conjuntos turbina­gerador, o
primeiro é responsável pela conversão de energia potencial em energia mecânica e o segundo pela con­
versão da energia mecânica em energia elétrica. A energia potencial é proveniente da água armazenada
no reservatório a montante, que ao ser liberada provoca torque no eixo da turbina, que é transmitido ao
eixo do gerador. Dessa forma, a energia potencial pode ser expressa por:

𝐸𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 = 𝑣 × 𝜌𝑎́𝑔𝑢𝑎 × 𝑔 × ℎ𝑙𝑖𝑞

onde:
𝐸𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙: é a energia potencial (𝐽);
𝜌𝑎́𝑔𝑢𝑎: é a densidade da água (1 𝑘𝑔/𝑚3);
𝑣: é o volume de água armazenado a montante (𝑚3);
𝑔: é a aceleração da gravidade (9.81 𝑚/𝑠2);
ℎ𝑙𝑖𝑞: é a líquida de queda (𝑚).

Já a energia elétrica de um conjunto turbina gerador pode ser expressa em função da energia potencial:

𝐸𝑒𝑙 ́𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 = 𝜂𝑡 × 𝜂𝑔 × 𝐸𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙

onde:
𝐸𝑒𝑙 ́𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎: é a energia elétrica gerada pelo conjunto (𝐽);
𝜂𝑡: é o rendimento da turbina (%);
𝜂𝑔: é o rendimento do gerador (%).

Dada uma vazão turbinada pela turbina é possível calcular a potência gerada pelo conjunto:

𝑔ℎ = 𝜂𝑡 × 𝜂𝑔 × 𝜌𝑎́𝑔𝑢𝑎 × 𝑔 × ℎ𝑙𝑖𝑞 × 𝑞

onde:
𝑔ℎ: é a potência pelo gerador (𝑊);
𝑞: é a vazão turbinada (𝑚3/𝑠).

As eficiências da turbina e gerador multiplicadas indicam a eficiência do conjunto 𝜂 = 𝜂𝑡 ×𝜂𝑔, esses valores
dependem de forma não linear da vazão turbinada e da altura líquida, ou seja, 𝜂(𝑞, ℎ𝑙𝑖𝑞). Agrupando os
termos chamamos de produtibilidade específica do conjunto 𝜌𝑒𝑠𝑝(𝑞, ℎ𝑙𝑖𝑞) = 𝜂(𝑞, ℎ𝑙𝑖𝑞) × 𝜌𝑎́𝑔𝑢𝑎 × 𝑔. Temos então
que a geração do conjunto depende da sua altura liquida, vazão turbinada e produtibilidade específica:

𝑔ℎ = 𝜌𝑒𝑠𝑝(𝑞, ℎ𝑙𝑖𝑞) × ℎ𝑙𝑖𝑞 × 𝑞

A altura líquida por sua vez é dada por:

ℎ𝑙𝑖𝑞 = ℎ𝑚𝑜𝑛𝑡 − ℎ𝑗𝑢𝑠 − ℎ𝑝𝑒𝑟𝑑𝑎𝑠

onde:
ℎ𝑚𝑜𝑛𝑡: é a altura de montante da usina, que é uma função não linear de seu volume ℎ𝑚𝑜𝑛𝑡(𝑉);
ℎ𝑚𝑜𝑛𝑡: é a altura de jusante ou cota do canal de fuga da usina, que por sua vez depende de forma não
linear da vazão turbinada e da vazão vertida da usina ℎ𝑗𝑢𝑠(𝑄, 𝑆);
ℎ𝑝𝑒𝑟𝑑𝑎𝑠: representa as perdas hidráulicas da usina, as perdas dependem do turbinamento da unidade e do
conjunto, variando conforme a configuração dos dutos.

Dessa forma temos que para cada conjunto a potência é dada por:

𝑔ℎ = 𝜌𝑒𝑠𝑝(𝑞, 𝑄, 𝑆, 𝑉) × (ℎ𝑚𝑜𝑛𝑡(𝑉) − ℎ𝑗𝑢𝑠(𝑄, 𝑆) − ℎ𝑝𝑒𝑟𝑑𝑎𝑠(𝑞, 𝑄)) × 𝑞

Influência de vazões laterais na FPHA
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Para a usina toda, a potência é dada pela soma da potência de seus conjuntos:

𝐺𝐻(𝑄, 𝑆, 𝑉) = ∑
𝑖
𝑔ℎ𝑖(𝑞𝑖, 𝑄, 𝑆, 𝑉)

A função 𝐺𝐻 pode ser ilustrada pela figura 1:

Figura 1: Função de produção hidrelétrica.

2.1 Cálculo da altura de montante

A altura de montante da usina, utilizada para o cálculo da altura liquida é uma função não linear de seu
volume. Uma aproximação polinomial é feita para representar essa relação, tal que:

ℎ𝑚𝑜𝑛𝑡 = 𝑎0 + 𝑎1 × 𝑉 + 𝑎2 × 𝑉2 + 𝑎3 × 𝑉3 + 𝑎4 × 𝑉4

Esse polinômio é conhecido como polinômio cota­volume.

2.2 Cálculo da altura de jusante

A altura de jusante ou sua cota do canal de fuga por sua vez, é aproximada por um conjunto de uma ou
mais curvas­chave. Isso se dá pois, em alguns casos, pode haver o efeito do remanso do reservatório
de jusante na cota da usina. Independentemente da quantidade de curvas­chaves, a altura de jusante é
aproximada por um ou mais polinômios, cujos coeficientes podem depender do nível do reservatório de
jusante, e que associam a vazão turbinada com a cota, no caso de usinas onde o vertimento não influencia
o canal de fuga:

ℎ𝑗𝑢𝑠 = 𝑏0 + 𝑏1 × (𝑄 + 𝑆) + 𝑏2 × (𝑄 + 𝑆)2 + 𝑏3 × (𝑄 + 𝑆)3 + 𝑏4 × (𝑄 + 𝑆)4

Influência de vazões laterais na FPHA
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3 A FUNÇÃO DE PRODUÇÃO HIDRELÉTRICA APROXIMADA

Para representar a função de produção hidrelétrica nos modelos de planejamento energético é necessário
obter relações lineares da geração hidrelétrica com as variáveis de volume, vazões turbinadas e vertidas.
A modelagem utilizada atualmente é a Função de Produção Hidrelétrica Aproximada (FPHA) que faz apro­
ximações lineares por partes da função 𝐺𝐻 × 𝑄 × 𝑉 e uma aproximação secante no eixo 𝐺𝐻 × 𝑆, de forma
que, cada uma destas aproximações, denominadas cortes, tem o seguinte formato:

𝐺𝐻𝑡,𝑠
𝑖,𝑘 = 𝛼𝑗,𝑡𝑖 [𝛾𝑗,𝑡0𝑖 + 𝛾𝑗,𝑡𝑉𝑖

(𝑉 𝑡,𝑠
𝑖 − 𝑉 𝑡−1,𝑠

𝑖 )
2 + 𝛾𝑗,𝑡𝑄𝑖

𝑄𝑡,𝑠
𝑖,𝑘 + 𝛾𝑗,𝑡𝑆𝑖 𝑆

𝑡,𝑠
𝑖,𝑘]

𝑘 = 1, … , 𝑁𝑃𝑎𝑡 𝑗 = 1, … , 𝑁𝐶𝑢𝑡

para cada período 𝑡 ∈ [1, 𝑇], cenário 𝑠 ∈ [1, 𝑆𝑝] e usina 𝑖 ∈ [1, 𝐼], onde os coeficientes 𝛾 e 𝛼 são calculados
de forma que os cortes sejam uma aproximação da função de produção exata (não linear) das usinas,
conforme os procedimentos:

1. Definição de uma grade de pontos de discretização nos eixos de volume e turbinamento.

2. Cálculo da envoltória convexa da função exata considerando estes pontos.

3. Definição dos hiperplanos que compõe a envoltória (coeficientes 𝛾0, 𝛾𝑉 e 𝛾𝑄).

4. Cálculo do fator de correção 𝛼 no sentido de minimizar o desvio quadrático médio entre a envoltória
e a função exata.

5. Cálculo do da secante que melhor aproxima a relação da geração com o vertimento obtendo 𝛾𝑆.

Influência de vazões laterais na FPHA
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4 A INFLUÊNCIA DAS VAZÕES LATERAIS NO CANAL DE FUGA DAS USINAS

Para algumas usinas, a altura do canal de fuga, utilizada para o cálculo da altura liquida, não depende
apenas do turbinamento da própria usina. O canal de fuga também pode ser afetado pelo vertimento
da própria usina e/ou defluências de outras usinas ou vazões afluentes de rios representadas por postos
de vazões. Chamaremos neste documento de vazão lateral (𝑄𝑙𝑎𝑡), a composição destas vazões que
influenciam a cota de jusante da usina. Dessa forma a cota do canal de fuga de uma usina é uma função
de uma vazão de jusante (𝑄𝑗𝑢𝑠) que é calculada por uma composição da vazão turbinada (𝑄𝑡𝑢𝑟𝑏) e da vazão
lateral (𝑄𝑙𝑎𝑡).

4.1 Caso Itaipu

A altura de jusante da usina de Itaipu depende, através de um polinômio, da vazão no trecho chamado
régua 11. Esta vazão é dada por uma composição da vazão defluente da usina de Itaipu (turbinamento e
vertimento) e pela vazão defluente do rio Iguaçu (afluente ao rio Paraná, à jusante de Itaipu), conforme
ilustrado na figura 2. Essa composição é dada por uma expressão linear:

𝑄𝑅11 = 1.03 (𝑄𝐼𝑇
𝑡𝑢𝑟𝑏 + 𝑄𝐼𝑇

𝑣𝑒𝑟𝑡) + 1.17𝑄𝐼𝐺
𝑑𝑒𝑓

onde:
𝑄𝑅11: é a vazão da régua 11 representando a vazão de jusante de Itaipu (𝑄𝐼𝑇

𝑗𝑢𝑠);
𝑄𝐼𝑇
𝑡𝑢𝑟𝑏: é a vazão turbinada da usina de Itaipu;

𝑄𝐼𝑇
𝑣𝑒𝑟𝑡: é a vazão vertida da usina de Itaipu;

𝑄𝐼𝐺
𝑑𝑒𝑓: é a vazão defluente (turbinamento mais vertimento) da última usina do rio Iguaçu, que a exprime

a vazão do rio Iguaçu.

Representando a vazão lateral da usina de Itaipu, temos:

𝑄𝐼𝑇
𝑙𝑎𝑡 = 1.03𝑄𝐼𝑇

𝑣𝑒𝑟𝑡 + 1.17𝑄𝐼𝐺
𝑑𝑒𝑓

Figura 2: Ilustração da influência da régua 11 no canal de fuga de Itaipu.

Influência de vazões laterais na FPHA
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Dessa forma, a altura de jusante da usina de Itaipu é calculada em função da vazão de jusante:

ℎ𝐼𝑇𝑗𝑢𝑠 = 𝑓(𝑄𝐼𝑇
𝑗𝑢𝑠) = 𝑓(𝑄𝑅11)

4.2 Caso Belo Monte

No caso da usina de Belo Monte, seu canal de fuga sofre a influência de uma vazão lateral que é composta
pelo vertimento da própria usina e outras duas vazões, uma delas é a defluência da usina de Pimental e a
outra é a vazão natural do rio afluente Bacajá. A figura 3 mostra um esquema para esta situação. Dessa
forma temos:

𝑄𝐵𝑀
𝑗𝑢𝑠 = 𝑄𝐵𝑀

𝑡𝑢𝑟𝑏 + 𝑄𝐵𝑀
𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝐵𝑀

𝑡𝑢𝑟𝑏 + 𝑘𝑣𝑄𝐵𝑀
𝑣𝑒𝑟𝑡 + 𝑘𝑑𝑄𝑃𝑀

𝑑𝑒𝑓 + 𝑘𝑖𝑄𝐵𝑎𝑐𝑎𝑗𝑎́
𝑖𝑛𝑐𝑟

onde:
𝑄𝐵𝑀
𝑗𝑢𝑠 : é a vazão de jusante da usina de Belo Monte, que é utilizada para o cálculo da cota do canal de

fuga;
𝑄𝐵𝑀
𝑡𝑢𝑟𝑏: é a vazão turbinada da usina de Belo Monte;

𝑄𝐵𝑀
𝑙𝑎𝑡 : é a vazão lateral da usina de Belo Monte, composta pela soma do vertimento de Belo Monte e das

defluências da usina de Pimental e rio Bacajá;
𝑄𝐵𝑀
𝑣𝑒𝑟𝑡: é a vazão vertida da usina de Belo Monte;

𝑄𝑃𝑀
𝑑𝑒𝑓: é a vazão defluente da usina de Pimental (turbinamento mais vertimento);

𝑄𝐵𝑎𝑐𝑎𝑗𝑎́
𝑖𝑛𝑐𝑟 : é a vazão natural e incremental do rio afluente Bacajá.

Dessa forma, a altura de jusante da usina de Belo Monte é calculada conforme a vazão de jusante:

ℎ𝐵𝑀𝑗𝑢𝑠 = 𝑓(𝑄𝐵𝑀
𝑗𝑢𝑠 )

Figura 3: Influência no canal de fuga de Belo Monte.

4.3 Modelagem geral para o cálculo da altura de jusante

Dado que a altura de jusante de usina pode ser dependente de diversos aspectos, consideramos a função
que expressa essa altura dependente da vazão de jusante da usina 𝑖:

ℎ𝑖𝑗𝑢𝑠 = 𝑓(𝑄𝑖
𝑗𝑢𝑠)

Influência de vazões laterais na FPHA
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A vazão de jusante, por sua vez, pode ser composta por um ou mais termos:

𝑄𝑖
𝑗𝑢𝑠 = 𝑘𝑡 × 𝑄𝑖

𝑡𝑢𝑟𝑏 + 𝑘𝑣 × 𝑄𝑖
𝑣𝑒𝑟𝑡 + ∑

𝑚∈Ω𝑝

𝑘𝑝𝑚 × 𝑄𝑚
𝑖𝑛𝑐𝑟 + ∑

𝑛∈Ω𝑢

𝑘𝑢𝑛 × 𝑄𝑛
𝑑𝑒𝑓

Por sua vez a vazão lateral é dada por:

𝑄𝑖
𝑙𝑎𝑡 = 𝑘𝑣 × 𝑄𝑖

𝑣𝑒𝑟𝑡 + ∑
𝑚∈Ω𝑝

𝑘𝑝𝑚 × 𝑄𝑚
𝑖𝑛𝑐𝑟 + ∑

𝑛∈Ω𝑢

𝑘𝑢𝑛 × 𝑄𝑛
𝑑𝑒𝑓

onde:
𝑄𝑖
𝑗𝑢𝑠: é a vazão de jusante da usina 𝑖;

𝑄𝑖
𝑡𝑢𝑟𝑏: é a vazão turbinada da usina 𝑖;

𝑘𝑡: é o fator de ponderação da influência da vazão turbinada da usina 𝑖 na vazão de jusante da mesma;
𝑄𝑖
𝑣𝑒𝑟𝑡: é a vazão vertida da usina 𝑖;

𝑘𝑣: é o fator de ponderação da influência da vazão vertida da usina 𝑖 na vazão de jusante da mesma;
Ω𝑝: é o conjunto de postos de vazão que influenciam o canal de fuga da usina 𝑖;
𝑄𝑖
𝑖𝑛𝑐𝑟: é a vazão incremental do posto 𝑚 ∈ Ω𝑝;

𝑘𝑝𝑚: é o fator de ponderação da influência da vazão incremental do posto 𝑚 ∈ Ω𝑝 na vazão de jusante da
usina 𝑖;
Ω𝑢: é o conjunto de unsina cuja defluência influencia o canal de fuga da usina 𝑖, tal que 𝑖 ∉ Ω𝑢;
𝑄𝑛
𝑑𝑒𝑓: é a vazão defluente da usina 𝑛 ∈ Ω𝑢;

𝑘𝑝𝑚: é o fator de ponderação da influência da vazão defluente da usina 𝑛 ∈ Ω𝑢 na vazão de jusante da
usina 𝑖.
Dessa forma entende­se que as usinas possuem aspectos diferentes e sofrem influências diferentes, é
possível classificar as usinas em quatro diferentes grupos de acordo com essas características:

• Grupo 1: Usinas que não possuem influência externa ou do vertimento no canal de fuga (ex.:
Camargos):
𝑘𝑡 ≠ 0, 𝑘𝑣 = 0,Ω𝑝 = ∅ e Ω𝑢 = ∅
𝑄𝑖
𝑗𝑢𝑠 = 𝑘𝑡 × 𝑄𝑖

𝑡𝑢𝑟𝑏, em geral 𝑘𝑡 = 1 e 𝑄𝑖
𝑗𝑢𝑠 = 𝑄𝑖

𝑡𝑢𝑟𝑏

• Grupo 2: Usinas que sofrem influência apenas do vertimento no canal de fuga (ex: Furnas):
𝑘𝑡 ≠ 0, 𝑘𝑣 ≠ 0,Ω𝑝 = ∅ e Ω𝑢 = ∅
𝑄𝑖
𝑗𝑢𝑠 = 𝑘𝑡 × 𝑄𝑖

𝑡𝑢𝑟𝑏 + 𝑘𝑣 × 𝑄𝑖
𝑣𝑒𝑟𝑡, em geral 𝑘𝑡 = 𝑘𝑣 = 1 e 𝑄𝑖

𝑗𝑢𝑠 = 𝑄𝑖
𝑡𝑢𝑟𝑏 + 𝑄𝑖

𝑣𝑒𝑟𝑡

• Grupo 3: Usinas que sofrem influência do vertimento e de defluências de outras usinas no canal de
fuga (ex.: Itaipu):
𝑘𝑡 ≠ 0, 𝑘𝑣 ≠ 0,Ω𝑝 = ∅ e Ω𝑢 ≠ ∅
𝑄𝑖
𝑗𝑢𝑠 = 𝑘𝑡 × 𝑄𝑖

𝑡𝑢𝑟𝑏 + 𝑘𝑣 × 𝑄𝑖
𝑣𝑒𝑟𝑡 +∑𝑛∈Ω𝑢

𝑘𝑢𝑛 × 𝑄𝑛
𝑑𝑒𝑓

• Grupo 4: Usinas que sofrem influência do vertimento e de defluencias de outras usinas e postos no
canal de fuga (ex.: Belo Monte):
𝑘𝑡 ≠ 0, 𝑘𝑣 ≠ 0,Ω𝑝 ≠ ∅ e Ω𝑢 ≠ ∅
𝑄𝑖
𝑗𝑢𝑠 = 𝑘𝑡 × 𝑄𝑖

𝑡𝑢𝑟𝑏 + 𝑘𝑣 × 𝑄𝑖
𝑣𝑒𝑟𝑡 +∑𝑚∈Ω𝑝

𝑘𝑝𝑚 × 𝑄𝑚
𝑖𝑛𝑐𝑟 +∑𝑛∈Ω𝑢

𝑘𝑢𝑛 × 𝑄𝑛
𝑑𝑒𝑓

Influência de vazões laterais na FPHA
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5 MODELAGEM DA FUNÇÃO DE PRODUÇÃO HIDRELÉTRICA APROXIMADA CONSIDERANDO A
VAZÃO LATERAL

5.1 O impacto no cálculo da FPHA

O cálculo da FPHA de cada usina pode ser dividido em dois passos principais:

• Aproximação no eixo de turbinamento e volume (eixo 𝑄 × 𝑉)
Nesta fase são calculados os coeficientes: independente (𝛾𝑗,𝑡0𝑖 ), de turbinamento (𝛾𝑗,𝑡𝑄𝑖

) e volume (𝛾𝑗,𝑡𝑉𝑖 )

dos cortes 𝑗 da FPHA da usina 𝑖 no período 𝑡, além do fator de correção associado a estes cortes (𝛼𝑗,𝑡𝑖 ).
Estes coeficientes são calculados para um valor de vazão lateral igual a zero, ou seja, avaliando a
função de produção da usina no ponto: 𝐺𝐻𝑄×𝑉 (𝑄, 𝑉, 𝑄𝑙𝑎𝑡 = 0), o que é razoável quando a vazão lateral
considera apenas o vertimento da própria usina, uma vez que sabemos que existe uma tendência
da usina de não verter ou verter somente quando estiver turbinando o seu máximo. Dessa forma,
a função é melhor calibrada para a região de maior expectativa de operação, o que minimiza os
desvios.
No entanto, quando passamos a considerar que a vazão lateral da usina é composta por fatores
externos, a expectativa é que essa vazão lateral seja não nula. Para casos onde existe a influência
de postos de vazões na vazão lateral, essa vazão só poderá ser nula quando a vazão incremental do
cenário for nula. Além disso, para o caso onde há influência da defluência de outras usinas, também
há expectativa de que essa outra usina tenha defluência diferente de zero.

Dessa forma, podemos inferir que pode não ser mais favorável calcular os pontos e cortes no eixo
𝑄×𝑉 considerando a vazão lateral nula e sim em um outro ponto que chamaremos de “vazão lateral de
referência” 𝑄𝑟𝑒𝑓

𝑙𝑎𝑡 , sendo este eixo calculado considerando 𝐺𝐻𝑄×𝑉 (𝑄, 𝑉, 𝑄𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝑟𝑒𝑓
𝑙𝑎𝑡 ). Para os casos onde

a influência é apenas do vertimento da própria usina assume­se 𝑄𝑟𝑒𝑓
𝑙𝑎𝑡 = 0, obtendo­se a modelagem

tradicional.

• Aproximação no eixo de vazão lateral (eixo 𝑄𝑙𝑎𝑡)
Após calculados os cortes no eixo 𝑄 × 𝑉, para cada corte 𝑗, em seu ponto de referência (𝑄𝑗

𝑟 , 𝑉𝑗
𝑟 ),

é aproximada uma secante 𝐺𝐻𝑄𝑗
𝑟 ,𝑉

𝑗
𝑟𝑠𝑒𝑐 (𝑄𝑙𝑎𝑡) representando o impacto da vazão lateral, como mostra a

figura 4. É necessário fixar o ponto 𝑄𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝑟𝑒𝑓
𝑙𝑎𝑡 para que a função conjunta fique contínua, tal que:

𝐺𝐻𝑄𝑗
𝑟 ,𝑉

𝑗
𝑟𝑠𝑒𝑐 (𝑄𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝑟𝑒𝑓

𝑙𝑎𝑡 ) = 𝐺𝐻𝑄×𝑉 (𝑄, 𝑉, 𝑄𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝑟𝑒𝑓
𝑙𝑎𝑡 ), sendo assim:

𝐺𝐻𝑄𝑗
𝑟 ,𝑉

𝑗
𝑟𝑠𝑒𝑐 (𝑄𝑙𝑎𝑡) = 𝐺𝐻𝑄×𝑉 (𝑄𝑗

𝑟 , 𝑉𝑗
𝑟 , 𝑄𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝑟𝑒𝑓

𝑙𝑎𝑡 ) − 𝛾𝑖𝐿𝑄𝑙𝑎𝑡

O cálculo do coeficiente 𝛾𝑖𝐿 se dá pela minimização do erro quadrático médio da função secante

(𝐺𝐻𝑄𝑗
𝑟 ,𝑉

𝑗
𝑟𝑠𝑒𝑐 ) e da função real entre os pontos 𝑄𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝑚𝑖𝑛

𝑙𝑎𝑡 e 𝑄𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝑚𝑎𝑥
𝑙𝑎𝑡 , que representa o intervalo

de interesse para a aproximação da vazão lateral. Se assumirmos 𝑄𝑟𝑒𝑓
𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝑚𝑖𝑛

𝑙𝑎𝑡 e 𝑄𝑚𝑎𝑥
𝑙𝑎𝑡 = 2𝑄𝑀𝐿𝑇 para

usinas com apenas influência do vertimento da própria usina, encontramos a modelagem tradicional.

Influência de vazões laterais na FPHA
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Figura 4: Aproximação secante no eixo de vazão lateral.

5.1.1 Definição de 𝑄𝑟𝑒𝑓
𝑙𝑎𝑡 , 𝑄𝑚𝑖𝑛

𝑙𝑎𝑡 e 𝑄𝑚𝑎𝑥
𝑙𝑎𝑡

Para usinas onde não há influencia da vazão lateral na vazão de jusante (usinas do grupo 1) tem­se:
𝑄𝑟𝑒𝑓
𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝑚𝑖𝑛

𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝑚𝑎𝑥
𝑙𝑎𝑡 = 0, o que recai na modelagem da FPHA tradicional.

No caso de usinas do grupo 2, onde a vazão lateral é composta apenas pelo vertimento da própria usina,
assumindo 𝑄𝑟𝑒𝑓

𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝑚𝑖𝑛
𝑙𝑎𝑡 = 0 e 𝑄𝑚𝑎𝑥

𝑙𝑎𝑡 = 𝑘𝑣 × 2 × 𝑄𝑀𝐿𝑇 se 𝑄𝑀𝐿𝑇 ≠ 0 ou 𝑄𝑚𝑎𝑥
𝑙𝑎𝑡 = 𝑘𝑣 × 2 × 𝑄𝑡𝑢𝑟𝑏𝑚𝑎𝑥 se 𝑄𝑀𝐿𝑇 = 0, para

𝑘𝑣 = 1, encontra­se a modelagem da FPHA tradicional.

Para casos de usinas do grupo 3, onde existe influência da defluência de outras usinas, o valor de 𝑄𝑟𝑒𝑓
𝑙𝑎𝑡 =

𝑄𝑚𝑖𝑛
𝑙𝑎𝑡 deve ser nulo, pois a vazão lateral é composta por 𝑄𝑖

𝑣𝑒𝑟𝑡 e 𝑄𝑛
𝑑𝑒𝑓 e ambos podem assumir valores nulos.

Já o termo 𝑄𝑚𝑎𝑥
𝑙𝑎𝑡 deve levar em conta a defluência máxima esperada das usinas laterais, ou seja:

𝑄𝑚𝑎𝑥
𝑙𝑎𝑡 = 𝑘𝑣 × 2 × 𝑄𝑖

𝑀𝐿𝑇 + ∑
𝑛∈Ω𝑢

𝑘𝑢𝑛 × (𝑄𝑛
𝑡𝑢𝑟𝑏𝑚𝑎𝑥 + 2 × 𝑄𝑛

𝑀𝐿𝑇)

No caso de vazões MLT iguais a zero, assume­se o turbinamento máximo da usina.

Para usinas do grupo 4, onde existem influências de postos de vazões incrementais, uma vez que estes
valores são conhecidos, a vazão lateral mínima da usina é dada pela vazão incremental do cenário em
questão, como a FPHA é única para cada período tomamos a vazão média dos cenários naquele período:

𝑄𝑚𝑒𝑑
𝑖𝑛𝑐𝑟 =

𝑆𝑝
∑
𝑠=1

∑
𝑚∈Ω𝑝

𝑝𝑠 × 𝑘𝑝𝑚 × 𝑄𝑚
𝑖𝑛𝑐𝑟

onde:

𝑄𝑟𝑒𝑓
𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝑚𝑖𝑛

𝑙𝑎𝑡 = 𝑄𝑚𝑒𝑑
𝑖𝑛𝑐𝑟

ou seja, no caso onde vazões incrementais influenciam na vazão lateral, os coeficientes dos cortes da
FPHA podem todos serem calculados considerando uma vazão lateral não nula igual a vazão média dos
cenários no período.

Também seria possível considerar a vazão de cada cenário separadamente ao invés da vazão incremental
média do período. Apesar de o cálculo ser um ponto mais preciso dessa forma, haveria um conjunto de
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cortes diferentes para cada cenário, o que exige um esforço computacional maior.

5.2 O impacto nos cortes da FPHA

5.2.1 Cortes com modelagem apenas do vertimento

Para usinas que se enquadram nos grupos 1 e 2, onde o canal de fuga não sofre influência externa
(apenas da defluência da própria usina, incluindo ou não o vertimento) a modelagem da FPHA descrita
anteriormente (Seção 3) pode ser usada, onde são calculados 𝑁𝐶𝑢𝑡 cortes, para todos os 𝑇 períodos de
tempo e cenários 𝑆𝑡, para todas as 𝐼 usinas e patamares. Assim, são colocadas no PL do período de tempo
𝑡 ∈ [1, 𝑇] e cenário 𝑠 ∈ [1, 𝑆𝑡] as relações de produção para cada usina 𝑖 ∈ [1, 𝐼]:

𝐺𝐻𝑡,𝑠
𝑖,𝑘 ≤ 𝛼𝑗,𝑡𝑖 [𝛾𝑗,𝑡0𝑖 + 𝛾𝑗,𝑡𝑉𝑖

(𝑉 𝑡,𝑠
𝑖 − 𝑉 𝑡−1,𝑠

𝑖 )
2 + 𝛾𝑗,𝑡𝑄𝑖

𝑄𝑡,𝑠
𝑖,𝑘 + 𝛾𝑗,𝑡𝑆𝑖 𝑆

𝑡,𝑠
𝑖,𝑘]

𝑘 = 1, … , 𝑁𝑃𝑎𝑡 𝑗 = 1, … , 𝑁𝐶𝑢𝑡

onde:
𝐺𝐻𝑡,𝑠

𝑖,𝑘: geração da usina 𝑖 no patamar de carga 𝑘, período 𝑡 e cenário 𝑠;
𝑉 𝑡,𝑠
𝑖 : volume final da usina 𝑖, período 𝑡 e cenário 𝑠;
𝑉 𝑡−1,𝑠
𝑖 : volume inicial da usina 𝑖, período 𝑡 e cenário 𝑠;
𝑄𝑡,𝑠
𝑖,𝑘: turbinamento da usina 𝑖 no patamar de carga 𝑘, período 𝑡 e cenário 𝑠;

𝑆𝑡,𝑠𝑖,𝑘: vertimento da usina 𝑖 no patamar de carga 𝑘, período 𝑡 e cenário 𝑠;
𝛼𝑡𝑖: fator de correção da FPHA da usina 𝑖 no período 𝑡;
𝛾𝑗,𝑡0𝑖 : coeficiente independente do corte 𝑗 da usina 𝑖 no período 𝑡;
𝛾𝑗,𝑡𝑉𝑖 : coeficiente do volume do corte 𝑗 da usina 𝑖 no período 𝑡;
𝛾𝑗,𝑡𝑄𝑖

: coeficiente do turbinamento do corte 𝑗 da usina 𝑖 no período 𝑡;
𝛾𝑗,𝑡𝑆𝑖 : coeficiente do vertimento do corte 𝑗 da usina 𝑖 no período 𝑡.
Para usinas onde não há influência do vertimento: 𝛾𝑗,𝑡𝑆𝑖 = 0

5.2.2 Cortes considerando influência de vazão lateral de forma geral

Para generalizar a expressão dos cortes de forma a representar também usinas do grupo 3, onde o canal
de fuga também é influenciado pela vazão defluente de outras usinas, as equações dos cortes levam em
consideração a vazão lateral:

𝐺𝐻𝑡,𝑠
𝑖,𝑘 ≤ 𝛼𝑗,𝑡𝑖 [𝛾𝑗,𝑡0𝑖 + 𝛾𝑗,𝑡𝑉𝑖

(𝑉 𝑡,𝑠
𝑖 − 𝑉 𝑡−1,𝑠

𝑖 )
2 + 𝛾𝑗,𝑡𝑄𝑖

𝑄𝑡,𝑠
𝑖,𝑘 + 𝛾𝑗,𝑡𝐿𝑖 𝑄

𝑡,𝑠
𝑙𝑎𝑡𝑖,𝑘]

∀𝑘 = [1, … , 𝑁𝑃𝑎𝑡], 𝑗 ∈ 𝐽

onde:
𝑄𝑡,𝑠
𝑙𝑎𝑡𝑖,𝑘: é a vazão lateral da usina 𝑖 no patamar de carga 𝑘, período 𝑡 e cenário 𝑠, dada por:

𝑄𝑡,𝑠
𝑙𝑎𝑡𝑖,𝑘 = 𝑘𝑣 × 𝑄𝑡,𝑠

𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖,𝑘 + ∑
𝑚∈Ω𝑝

𝑘𝑝𝑚 × (𝑄𝑚,𝑠,𝑡
𝑖𝑛𝑐𝑟 − 𝑄𝑚𝑒𝑑,𝑡

𝑖𝑛𝑐𝑟 ) + ∑
𝑛∈Ω𝑢

𝑘𝑢𝑛 × 𝑄𝑡,𝑠
𝑑𝑒𝑓𝑛,𝑘

𝛾𝑗,𝑡𝐿𝑖 : coeficiente de vazão lateral do corte 𝑗, da usina 𝑖 no período 𝑡.

Onde para as usinas do grupo 1 tem­se:
𝛾𝑗,𝑡𝐿𝑖 = 0 ou 𝑘𝑣 = 0, Ω = ∅
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Para as usinas do grupo 2:
𝑘𝑣 ≠ 0, Ω𝑢 = ∅.
Para o caso particular de 𝑘𝑣 = 1 chega­se a expressão mostrada na Seção 5.1.1.

Para as usinas do grupo 3 tem­se:
𝑘𝑣 ≠ 0, Ω𝑢 ≠ ∅.

Como a vazão incremental média do período tem impacto no cálculo da altura de jusante, pois compõem
a vazão de jusante da usina, ao acessar a função de produção para montagem das restrições devem
ser consideradas, em cada cenário, o resíduo (𝑄𝑚,𝑠,𝑡

𝑖𝑛𝑐𝑟 − 𝑄𝑚𝑒𝑑,𝑡
𝑖𝑛𝑐𝑟 ) entre a vazão incremental média e a vazão

incremental do cenário.
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